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Le premier theoreme fondamental de la theorie des invariants fournit une 
caracterisation des formes invariantes, a coefficients dans un corps K, en termes 
de combinaisons lineaires de produits d’un m&me nombre de determinants 
d’ordre maximal. Ce rbultat estcormu depuis longtemps lorsque la caracteristique 
du corps K est zero. Doubilet, Rota et Stein [l] l’ont Ctendu au cas des corps 
quelconques, mais intinis. Suivant une suggestion de Rota, nous nous proposons, 
dans cette note, en construisant un contre-exemple explicite, de montrer que ce 
theoreme fondamental est en defaut lorsque K est fini. On utilise les notations 
introduites dans [2] et rappelees ci-dessous pour la commodite du lecteur. 
Etant dorm6 un corps K et dew alphabets 3 = {x1, xa ,..., xn> et 4 = 
G4 , u2 ,*a*, ZQ}, considCrons l’algebre P des polynbmes sur K a nd indeterminees, 
notees (xi 1 z+), 1 < i < n, 1 < j < d. Les elements de P sont appeles forms. 
Une transformation lineaire inversible L, donnee par une matrice (Zjk) carree 
inversible de dimension d x d, agit sur P de la facon suivante: 
Une forme F est inwmiunte lorsque, pour toute transformation lirkaire 
inversible L, il existe une constante a(L) telle que LF = a(L)F. Etant donnees d 
let&es Xi, , Xi, ,..., xid de %, le d&erminant 
(Xii I 4 ‘*’ cxi, I 44 
(Xi6 i 4 ..* (Xi,\ Ud) ’ 
note (x1 “‘Xi Iq**- 
d&term&rant dde L. 
~4~) est une forme invariante: la constante u(L) est ici le 
Le premier thkoreme fondamental de la theorie des invariants s’enonce 
commodement en termes de bitableaux et de bideterminants. Etant donnes un 
entier et un partage (A) de cet entier, un bitubZeuu est une paire [T, T’] de tableaux 
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de Young de m&me forme (A); le tableau T est rempli avec des lettres de S et 
le tableau T’ avec des lettres de a’. Par exemple, 
Xl u3 [ 1 x2x3 9 Ulf42 xlx2x3 UlU3U4 
est un bitableau de forme (3, 2, 1). Le bitableau [T, T’] est stundurd lorsque, 
dans T et dans T’ les indices des variables verifient les deux conditions: 
- croissance stricte de gauche a droite dans chaque ligne, 
- croissance au sens large dans chaque colonne. 
Le bitableau de l’exemple precedent n’est pas standard, par contre, le bitableau 
'x2 u3 
v-3 9 UlU3 
,X1X2% ul"2u4 1 
est standard. 
Etant donnees deux suites finies (xi, , xi, ,..., xi,) et (uj, , ujg ,..., ui,) de 
variables de % et 9 respectivement, leur produit induzt est l’element de l’algebre 
P defini par le determinant 
et note (x~,x, **a xi, 1 ui uj **. uj ). Le bide’terminant du bitableau [T, T’] est 
1’ClCment de > obtenu k’faisait le produit des produits induits de chaque 
ligne de T par la ligne correspondante de T’; il est note (T I T’). Par exemple, 
u3 
%U3 = (xIx2x3 1 %"2u4)(xlx3 I ul"3>(x2 1 u3) 
ul"2u4 
est somme de 3! x 2! x I! = 12 mon6mes de P. 
Le premier theoreme fondamental de la theorie des invariants repose sur le 
theoreme de la base [2, theoreme 2.1. p. 191 dont nous rappelons I’enoncC. 
THBORJ~ME. Le bide’terminant d’un bitableau de forme (A) est combinaison 
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linkire ci coe$Zents entiers de bi&terminants de bitableaux stanakds de m&me 
form, ou de forme lexkographiquement plus longue. 
T~ORIIME (Premier Moreme fondamental de la theorie des invariants). 
Toute forme invariante de P est combinaison linkaire de bidtkminants standards 
rectangulaires ayant m&e nombre de l&es; chacune de ces lignes est & longueur d. 
Ce theoreme est vrai lorsque le corps de base K est infini, quelle que soit sa 
caractCristique (cf. [I, 2, p. 311). 11 est faux lorsque K est fini, comme le montre 
le contre-exemple ci-aprks. 
Prenons K = lFs , corps a deux elements, et d = 2. Les transformations qui 
agissent sur P sont ici les elements de GL,(F,). Ce groupe est engendre par les 
deux transformations de matrices L, = (i t) et L, = (: 3. Une forme de P est 
done invariante si, et seulement si elle est invariante par L, et L, . Ces deux 
transformations agissent ainsi: 
quel que soit i. 
Soit 
-Jx% I 4 = 6% I Hz)9 
Ll(% I u2) = 6% I 4; 
--L,(% I %) = (Xi I 4 + (Xi I u2), 
L,(Xf I u2) = 6% I ZLZ), 
la forme F est don&e par sa decomposition en bidCterminanta standards. 
D’aprb le thCorCme de la base, elle n’est pas combinaison lirkire de bideter- 
minants standards dont chaque ligne est de longueur 2. Cependant, cette forme 
est invariante. 
En developpant F, on obtient: 
F = (~1 I ud2 + (~1 I dh I 4 + (~1 I z1zY- 
Puisque F est symetrique en u, et us , il est clair que qF = F. Le calcul de L$ 
donne: 
-w = @I I s> + 6% I a2 + ((JCI 211) + 6% I f42Wl I f42) + &I I f4212, 
soit encore, puisque sur IF2 on a l’identid (a + b)2 = a2 + b2, 
LP = @I I %I2 + 6% I u212 + 6% I f4h I %I + &I I f4212 + 6% I f4212, 
soit, aprb simplification, 
Lp=F. 
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